[TackasioBa TeopeMma, MmO U moJapa
Bepsuja 2.0: 10.2.2015.

Lhywarn bByxuh

TeopeMme kojuma ce oBre 6aBuUMO cy y cTBapu TBphema U3 IPOjeKTUBHE reOMeTPUj€e, TAKO Aa
nMajy U OoKa3e yHyTap mpojeKkTuBHe reoMerpuje. Mmnak, opae hemo ce 3anp:kaT y €yKIUICKO]
reOMeTPUjuU.

I[Touehemo ca jemuum mo3HaTuM TBPhHemeM.

T.1. (Ilackanosa meopema) Hera cy A, B,C, D, E, F rauke ua xpyry. IIpase AB u DFE ceky ce
y L, npase BCu EF y M, a CD u FAy N. Tana cy tauke L, M, N konuneapse.

Zoxasz. CBe my:ku y OBOM HOKa3y CY OPUjEHTUCAHE.

Hexka ce AB u CD ceky v X, CD u EF y Y, a EF u AB y Z. Taurke L, M, N nexe
Ha cTpaHurama Tpoyriaa XY Z, ma MOKEeMO

na npuMeHuMo MenenajeBy Teopemy: Tpeba
MoKa3aTu Oa je % . % . % = —1.
Pamumo ca AXYZ kao Ga3HuM TPOYTJIOM.

3uamo nma cy rtauke L, D, F Ha mpasoj, ma
. . XDYE ZL _ _

MemnenajeBa Teopema naje oy g7 tx = —1-

W raure C, M, B cy KojuHeapHe, Ia UMaMO

XC YM ZB

U oy w7 5x = — 1. Hajsan, Tauxke N, F, A
Cy KOJUHeapHe, 1a je % . % . % = —1.

Muoskemem oBe Tpu jemHakocTu, kopucrtehu jemnakoctu noreniuje XD - XC = XB- XA,
YD - YC=YF -YEuZF -ZE =7B-ZA, nobujamo oHO mTo HaMm Tpeba. O

[Tacramosa Teopema ouursienno me 3axrtesa na ABCDEF Oyne KOHBEKCAH IIECTOYTA0, TAKO
[a Cy CBU PACIOPEAM TAYaKa MO3BOJHEHU.

MoskeMo ma mocMaTpaMoO U AEeTeHepUCaHe CiydajeBe, Kana Cy HeKe Be MPaBe MapaieiiHe
WM ce HeKe IBe Tauke mnokjgamnajy. Ha npumep, ako je A = B, 3a npaBy AB y3umMaMO TaHTE€HTY
Ha Kpyr y A.

T.2. Y rmeruBuom uerBopoyriay ABCD, npase AB u CD cexy y F, BC u DA y F. Taureunre
Ha omucanu Kpyr y taukama A u C ce ceky y P, a taurente y B u D ce cexky y Q. Tana
tauke E, F, P u () seske Ha UCTOj MPaBoj.

Zoxas. Ilpumenumo IlackasnoBy Teopemy Ha meremepucanu mecroyrao AABCCD. Taurke E =
ABNCD, F=BCNDAu P=AANCC cy xonuneapue. Anajoruo, u () npumnama Toj
npasoj. O

Taxkobe, oynyhu na je IlackamoBa Teopema TBpbheme M3 IpOjeKTUBHE TeoMeTpuje, Tpeba na
Oymemo crnpeMHM U Ha Oeckonaune Tauke. CBe OECKOHAUHE TAUKe JIeyKe HA T3B. OECKOHAUHO]
IpaBoj.

IIpumep. Hate cy taure A, B,C, D, E, F na kpyry. Axo je AB || DE u BC || EF, norasatu na
je ouma u CD || FA.

Joxas. Ha ocuoBy Ilackamose teopeme, tauke ABN DE, BCNEF u CD N FA nexe
Ha ucToj mpasoj. MebyTum, Kako cy mpBe ABe ImpecedyHe Tauke OECKOHAUYHE, TO MOpa

6utu GeckoHnauna npasa. Jlakmne, u Tpeha npeceuna tauka (CDNFA) je GeckoHauna, Tj.
CD | FA. A



Cana hemo yBecTu BakHE IOjMOBE IOJIA U IIOJIAPE.
Heka je mat kpyr k(O,r). 3a tauky P # O y paBHH, 03HAUMMO ca P* uHBEp3HY CIUKY Tadke
P y ommocy na kpyr k (Tj. Tauky ma mosmympasoj OP ca OP* - OP = r?).

Legunuyuja. Ionrapa Tauxke Py omHocy Ha Kpyr k je mpasa p kpo3 P* Hopmamaa na OP*.
OOGpuyTo, Tauka P je moa mpase p.

Croenujanno, ako je tauka P Bam kpyra k, mena momapa je npaBa MN, rme cy M u N
OOOUpHE Tauvke TaHrenTu u3 P Ha k.

Legunuyuja. IlpecnuraBame Koje CBaKy Tadyky CIMKA y HBEHY [OJAPYy, & CBaKy IPaBy y HCH
IIOJI, 30BE CE MOAGPHO NPECAUKABAKE.

[TonapHo npecavkaBame je 6ujeknnja namehy ckyna radaka U CKyna IPABUX Y IPOjEKTUBHO]
pasuu. Ilomapa taure O je GeckoHAUHA mpaBa, a MOJOBU HpaBux Kpo3 O cy GeCKOHAUHE TauKe.

Cnenehe tBpheme HaMm moOkKa3yje na MOJAPHO MPECIVKABAKE YyBa WHOWIEHOUjy. ¥ 6p3o0 he
Ceé UCIOCTABUTH J1a jeé TO CBOjCTBO O KJbYUHE BAKHOCTHU.

T.3. Axo taurka P nesku Ha monapu Tavke () y OQHOCY HA NATU KPYT k, OHAA U Tauvka () JIeKU
Ha moJapu Tauke P.

Hoxasz. Tpoyraosu OQ*P u OP*Q cy cauunu. Ako je P ma mosmapu taure (), mo neprHANAjA
je <OQ*P =90°, a rama je u <OP*Q = 90°, 1j. @ je Ha mosapu Ttaure P. O

3Hauaj OBUX IIOjMOBa Ce Haj3an oriena y ciemehoj teopemu.

T.4. Hera cy A, B,C u D raure na xpyry k. Axro ce mpaBe AB u CD cexy y E, BC u AD y
F,u AC u BD y G, ouna je EF nonapa tauke G (y omuocy Ha k).

Joxas. Osmauumo ca M npecek tanrenty Ha k y taukama A u C, u ca N mpecek TAHTEHTU y
B u D. Tlonape rauaka M u N cy npase AC u BD penom, u Te npase caapske G, na Ha
ocuoBy T.3 tauke M u N nexe ma mosapu taure G. Caemu ma je M N nmonapa rauke G.
Mebytum, o nocaemunu T.1, tauke F u F' mesxe uHa mpasoj MN. O

I
= nonapa P; ¢ = mnomnapa N
? Ppeq #qup pa @ e =monapa E; F,G,M,N €e

T.5. (Bpokaposa meopema) Hera je wersopoyrao ABCD yuucan y kpyr k ca uearpom O. Heka
ce nmpaBe AB u CD cery y tauku E, npase BC u DAy F, a AC u BD y G. Tana je O
opronenTap Tpoyriaa EFG.

Zoxasz. Ha ocuoBy T.4, npaBa EF je nonapa rauke (G, nakine OG L EF; ananorso OF 1 FG u
OF 1 EG. O

T.6. (Bpujanwonosa meopema) Y taurenrnom mecroyray ABCDEF, nujaronane AD, BE u CF
Cce CeKy Yy JeIHO] TAuKU.

Joxas. Tlpase AD, BE nu CF cy KOHKYpPEHTHE aKO U CaMO aKO CYy HUXOBU MOJIOBU KOJIUHEAPHU.

Osumaunmo ca P,Q, R, S,T,U nomupue tauke ynucauor kpyra ca AB, BC,CD,DE , EF,FA,
penom. Ilosmape tauaka A u D cy pemom mpase UP m RS, mTo 3HauYM na je mOJI IpaBe
AD upecek UPNRS. Aunasoruo, nomosu npasux BE u CF cy tauke PQNST u QRNTU.
OsBa Tpu moia aexke Ha UCTOj HpaBoj no IlackasoBoj TeopeMu, duMe je mOKA3 3aBpuIeH. [



Bpujanmonosa u IlackansoBa Teopema cy 0yaake, jep ce jemHa m3 apyre nobuja MOJAPHUM
IPECINKABAHEM.
U oBme Mo:xeMO na mocMaTpaMo JereHEPUCAHU CIydYaj Kajga Cy HeKa Ol TEMEHa IIeCTOyIJa

Ha KPYTY.

IIpumep. Hera cy D, E, F nomupue tauke ynucanor kpyra AABC ca crpanunama BC,CA, AB
pemom. Bpujanmonosa Teopema Ha merenepucanoM mectoyriay AFBDCE uam naje na ce
AD,BE u CF cery y jennoj tauku (138. sKepzorno60j Taurn).

Hocaeduya. Aro ynucanu kpyr tanrestaHor yerBopoyria ABCD nomupyje crpanune AB, BC,
CD,DA penom y taukama M, N, P,Q, ouna ce npase AC, BD,MP u NQ@ cery y jemuoj

Ta4YKN.

Joxas. Tlpumenom Bpujanmonose Teopeme Ha nerenepucanu mecroyrao AM BCPD no6ujamo
na M P nponasu kpo3s npecek aujaronana AC u BD. Amnanoruo, u N npoiasu Kpo3 Ty
Tavky. O

[Mocmarpajmo canma tanrentHu yerBopoyrao ABCD wm meros ynucanu prr k, u o3HAUMMO

ca E, F,G npeceke npasux AB ca CD, BC
ca DA, u AC ca BD, penom. Heka k momupyje
crpauune AB, BC,CD u DA penom y Taukama
M,N,P u Q. Ilo BpujaumonoBoj teopemu,
tauka G je ma npaBoj MP. Kako je M P mno-
aapa tauke E (y ommocy Ha k), TOo Tauka E
snexu Ha mosapu tauke G. Auanoruo u F' nexu
Ha TOj mosapu. IIpema Tome:

T.7. Heka je ABCD uerBOpOyrao onucas oko kpyra k ca neatpom O. Axo ce npase AB u CD
ceky y B, BCu DAy F, a AC u BD y G, ouna je EF nonapa tauke G.
Opasne je OG L EF. O

OsBne He Moxmcemo TO aHANOTUjU fa 3akibyunmMo na je u OF L FG (autu je To Tauno), jep
je pemocnen rauaka A, B,C, D 6uran: ABCD je taurentan yerBopoyrao, amu ACBD o uuje.

Ilocaeduya. Y raurentaom tpaunesy ABCD (AB || CD) koju nuje pom6, npasa OG je HOpMaHA
Ha AB, rge je O nenrap ymucasor kpyra u G IIpecek qujaronada.

Zoxasz. Canenu us T.7 y merenmepucanom cayuajy. Opne je tauka E = ABNCD Geckonauna, ma
je EF || AB. O

3anamum

1. Hera je P Taura y yuyrpammoctu Tpoyriaa ABC. Oznaunmo ca P; u Py penom monHoxja
wopMmadia u3 P va AC' u BC, u ca Q1 u @Q2 penom noguo:xja sopmana u3s C ua AP u BP.
Ilokasatu na ce npase Q1 P, Q2P; u AB cery y jelHO] Tauku.

2. Y omrpoyriom tpoyriay ABC, tanreate us A ma kpyr k mam npeunukom BC momupyjy
taj kpyr v P u Q). Hokasaru na cy tauxke P u () u opronenrap H koauHeapse.

3. Heka cy AD u BFE Bucune tpoyrna ABC u H meros optomentap. Osmauumo ca M
cpemumre nysku CH u ca N npecek npasux DE u CH. Iloka3aru ma je N opToueHTtap
Tpoyriia ABM.

4. Hare cy Taure P u Q Ha moaykpyry Hazx npeunukoMm UV, npu uemy je UP < U(Q). Taurente
Ha mouykpyr y P u @ cexy ce y R, a npaBe UP u VQ cexy ce y S. Ilokazartu na je
RS 1L UV.



10.

11.

12.

13.

14.

Tpoyrao ABC je ynucau y kpyr I'. Onabpana je tauka M Ha cumerpasu yria A, yHyTap
tpoyria. [Ipase AM, BM u CM nounoso cery I' y Aj, By u C; penom. Heka npasa A;Cy
ceue ABy P, a A1B; ceue AC' y Q. Hoxrazatu na je PQ || BC.

. Heka je ABCD teruBan u taurenran dersopoyrao, a ['(O,R) u v(I,r) meros onucan u

ynucas kpyr, peaom. lujarounane AC u BD ceky ce y E. Iokasatu na cy tauke FE 1,0
KOJIMHEapHeE.

Ynucanu kpyr tpoyraa ABC nomupyje crpauune BC,CA, AB penom y taukama D, E, F.
IIpaBa kpo3 A mapasenna npasoj EF ceue DF y K. Axo je P cpemumre ny:xu EF,
nokasatu ma je IK | BP.

. Tauka C je omabpana ma npeunury AB kpyra k ca neatpom O, y3 pacmopen A — B — C.

IIpaBa kpo3 C ceue k y Taukama D u E. Heka je OF upeunur kpyra OBD. Axo CF
IIOHOBO cede Kpyr k y Tauku G, nokasatu ma cy tauke O, A, E, G KOHIUKINYHE.

. Ynucauu kpyr tpoyraa ABC nomupyje crpauune BC,CA, AB pemom y taukama D, E, F.

Heka je P=FEFNBC,Q=FDNCAu R=DFENAB. Ako je I nuedarap ynucasor Kpyra
u G = AD N BE N CF jKeprouosa rtauka, mokasatu na Tauke P,Q, R nexke Ha mpaBoj
HopMmaJsHOj Ha IG.

Y tpoyray ABC, I je nenrap ynucanor kpyra w, a H oprouenrap tpoyriaa BIC. Ilokazatu
na je momapa tauke H y OmHOCY Ha KPYyr w cpemma auauja tpoyria ABC.

Kpyr k ymucan y tpoyrao ABC momupyje crpanuryy AB y tauku F. Heka je I uentap
kpyra k, M cpemumre crpanune AB, u H oprouenrap tpoyraa BIC. Iloka3atu ma je
npasa HF wopmamna ua IM.

Ilate cy pasauuure Tauke A u B ua kpyry k. Terusa CD mponasu kpo3 cpemummre M
tetruBe AB. Herka ce AC u BD cexky y K. IlpaBa KM ceue k' y I u H, y3 pacnopen
K—-IT—M-—H. Aro ce Al u BH cexy y L, nokasaru na cy K,I,D u L ua jengaom Kpyry.

Kouekcan uersopoyrao ABCD je ynucau y kpyr ca nearpom O. ujaronase AC u BD ce
cery v E. Axo je P rauka yuyrap ABCD rtaksa na je <PAB+<PCB = <PBC+<PDC =
90°, moraszaru ma cy tauke O, F nu P KoamHeapHe.

Y tpoyriy ABC, tauke D u E na npasoj AB cy takse na je D— A—B—FEu AD = AC,
BE = BC. Osuauumo ca M u N pemom cpemumra aykoa AC u BC onucanor kpyra
AABC roju me canpxke tpehe teme. Ilpase DM u CA ce cery y P, a npase EN u CB
ce cery y . Horaszaru ma nenrap ynucasor kpyra I tpoyraa ABC nexu ma npasoj PQ.

Pemema

. Taure Py, P»,Q1,Q2 nexxke Ha kpyry Han npeunukom PC. Ilo IlackamoBoj teopemu y

mecroyriy P;PPo(Q1CQ2, Tauke npeceka naposa npasux P;C, PQ1 (upecek A), P1Qa, P2(Q1
(upecerk X) u PQs, P,C (upecek B) cy ronuHeapse.

. Homnoxja B',C’ Bucura uz B u C penom nesxe ma k. Ipasa PQ je monapa tauke A =

BC'NCB’, n no T.5 3a uwerBopoyrao BCB’'C’ ona canpsu tauky BB’ NCC’' = H.

. UerBopoyrao CDHE je ynucan y kpyr unju je neatap M. 3aro tBpheme caemu n3 T.5

3a OBaj YETBOPOYTAO.

. Osumaunmo ca K npecexk PQ u UV. Ilo T.4, nonapa rauke K canpsxu S. Takobe, K je ma

npaBoj PQ, a To je momapa tauke R, omakie je, mo 1.3, R wa nmomapu taure K. Cuenu
na je RS momapa raurke K, nma je RS L UV.
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Cy KOJIMHEapHE.

Ilame, o ycaoBy 3amaTtka, A; je cpenumire
ayka BC, ma je taurenTa t y A; mapaJsenna
BC. Capna npumenunmo IlackamoBy Teopemy
Ha ABCClAlAli tauke P = AB N A1C’1,
M = AA;NCCq u 6eckonauna tauka tNBC
cy Ha mpasBoj, Tj. upase t, BC' u PM upu-

nazajy MCTOM mpaMmeny, mro 3Hauu na je PM || BC, nakne PQ || BC.

. Osnaunmo F = ABNCD u G = BCNDA. Ha ocuBy T.4 u T.7, nonapa rauke F y omuocy

Ha Ma Koju on kpyrosa [' u v je mpasa F'G, na cy upase IE u OF wopmanue sa FG, u
TBpbheme ommax cienu.

IIpumenumo mosapuo npecaukasame. Ilon npase EF je tauka A. Ilomapa tauxke P mpo-
ga3u Kpo3 A u mopmasna je ma [P, nakmie N
To je mpasa AK jep je AK || EF; npyrum
peunma, P je mos mpase AK. Ilon mpase
DF je taura B, omakse mobujamo ma je
mosn tauke K = AK N DF upasa BP, na
je IK 1 BP. B D C

P. Cnemn ma momapa p tauke P canp:xu
tauky F, a 3mamo na C € p, ma je p mpasa
CFG@G. Ilpurowm je p L OP, na 36or <OGF =
90° canemu na cy tauke O,G u P ronuneap-
He.

Cana je PA-PE = PB-PD = PO- PG, ona-
ke ciaemu na cy A, F,G u O Ha UCTOM KpyTy.

. IIlpaBe EF u BC cy nonape tavaka A u D penoMm y OIHOCY Ha YOUCAHU KPYT, [1a j& HUXOB

npecek P mous npase AD. Ilomapa tauke G canp:ky Tadyky P, 1 aHAJOTHO CAIPIKU TAUKe
@ n R, nakne PQR je monapa tauke (G u HOpMmaiHa je Ha [G.

Osuauumo ca D, E u F penom nomupue tauke Kpyra w ca crpaununama BC, CA, AB. Onpe-
numo non K mpase BH. Kako je BH 1 CI, A A
tauka K je ma mpasoj C'I. Takobe, momro N
je momapa tauke B mpasa DF, tauka K je
Ha npasoj DF, 1j. K = DFNCI. Tana je
<IKD = <KDB - <KCB =90° -5 -2 =
§ = <UAF, mro 3maun ma cy tauke A, I, K,
F xounukinnune, u onarine <IKA=<IFA =
90°. Taura cumerpruna tauku A y omHOCYy
va K (tj. y ommocy ma mpasy CI) nexu Ha

B D c
npasoj BC, onarie cienu na je K na cpenwoj auauju tpoyriaa ABC napanennoj ca BC'.
Cnuuno, nmon L npaBe CH nexu Ha WUCTOj CPpeAmOj AUHUjU, a mojapa tauke H je mpasa

KL, tj. moMeHyTa cpenma JIUHHA]A.

Ilo mperxomuoMm 3amatky, M je Ha momapu tavre H, ma mosmapa tauke M camp:Ku TadKy
H u momnosxkje Tanreunre F', makie to je mpaBa F'H, u TBpheme onmax ciaemnu.

Ha ocuoBy T.4, monmapa tauke M canpsku tauke K u L, tj. 1O je mpaBa KL. To 3naun
na je OM L KL, roe je O nenrap kpyra, na kako je jom OM | AB, cnemn KL || AB.
Cana je <K LI =<BAI = <BDI = <K DI, onakne caenu tBpbheme.

Heka nomxynpase AP, BP, CP u DP penom cery omucauu kpyr dersopoyriaa ABCD y



14.

raukama A', B', C' mw D’. Tlo ycnosy 3a-
natka je 90° = <PAB + <PCB = <A’AB +
<BAC’, mro 3maum ga je A'C’' mpeunuk
KpyTa; aHaJorHo je u B’D’ npeunux.

Ha ocmoBy IlackamoBe Teopeme y ImecTo-
yray AA'C'BB'D’, tauke AA' N BB’ = P,
AC'NB'D'=0uC'BND'A=X cy xonu-
meapue. C mpyre crpane, Ilackanosa teo-
pema y mectoyray ACC'BDD’ naje xomm-

HeapuocT tavaka F, O u X, mro 3aBpmaBa I0Ka3.

Herka BM u AN ceky macupamue crpanune Tpoyria penom y K u L. V3 canunoctu Tpo-
yrnosa BCM u BKA («BMC = <BAK, <CBM = <{KBA) nvmamo BK - BM = BA - BC
ocum tora, 36or CD || AL Basxu BA/BD =
BL/BC. Cnemn BK - BM = BL - BD, mto
3ajenno ca <DBM = <K BL naje ABDM ~
ABKL. Ananorano, ANAEN ~ ANALK.

Hexra ce mpase DM u EN cexky y R. Io-
bujene camunoctu najy <RDE = <M DB =
<LKB u <DER = <AEN = <ALK, Tako
na je <NRM = 180° — «<RDE —<DER = D AUB E
180° — «LKB — <ALK = <KIL = «<BIA =

180° — </AB — <ABI = 180° — <CAN — <M BC = <NCM (yrmoBu Cy OpUjEeHTUCAHMU).

IIpema Ttome, R je ma omucanom kpyry AABC. Cana romuneapuoct tavaka I, P, Q) cienu
u3 [Tackanose Teopeme 3a tauke A, B, R; M, N,C.
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